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概率统计15——泊松分布

　　很多场合下，我们感兴趣的试验进行了很多次，但其中成功的却发生的

相当稀少。例如一个芯片的生厂商想要把生产出的芯片做一番检测后再出

售。每个芯片都有一个不能正常工作的微小概率p，在数量为n的一大批芯

片中，出现r个故障芯片的概率是多少？

 

相关阅读

 

单变量微积分30——幂级数和泰勒级数

 

概率统计13——二项分布与多项分布

 

二项式的泊松近似
　　问题似乎很简单，芯片故障的概率符合二项分布X~B(n,p)，我们可以

用二项分布计算出现r个故障芯片的概率：

　　实际问题是，芯片的数量很大，但故障率又是一个很小的数值，虽然二

项分布提供了一个精确的概率模型，但计算起来并不容易，而且在计算时还

会丢掉大量的精度。既然这样，还不如一开始就使用一个近似式计算预期的

概率。

　　我们首先看看全部芯片都合格（每次试验都不成功）的概率：

　　等号两边同时取对数：

　　接下来需要利用一点无穷级数和积分的知识：

　　同时我们也知道∫dx/1-x的精确表达：

　　由此可以得到：
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　　当p远远小于1，且np2远远小于1时，可以忽略p的高阶项，得到近似

式：

　　n个芯片全部合格的概率约等于e-np，出现r个故障芯片的概率又是多少

呢？直接计算并不容易，幸运的是，我们可以用二项分布精确表达r个和r-1

个故障芯片的概率的比值：

　　当n很大时，对于少量r个故障芯片来说，n-(r-1) ≈ n；对于很小概率p

来说，p/(1-p) ≈ p，因此上式可以得到近似地表达为：

　　类似地，可以计算出B(r-1;n,p)/B(r-2;n,p)……直到B(1;n,p)/B(0;n,p)：

　　这就是二项分布的泊松近似，对于给定的n和r来说，泊松分布计算起来

比二项分布简单多了。泊松近似经常用P(r; λ)表示。当n很大，λ2/n（即

np2）远远小于1时，泊松近似非常理想。

泊松分布
　　我们知道ex的泰勒展开式：

　　现在把r = 0,1,2,…的所有P(r; λ)相加：

　　由此看出二项分布的泊松近似有一个很好的性质：r = 0,1,2,…的所有

P(r; λ)之和等于1。因此可以把P(X=r; λ)用于离散型随机变量的质量函数，

其中随机变量取正整数，对于每一个正实数λ，都可以指定一个泊松分布：

　　泊松分布记作X~Po(λ)。
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　　二项分布产生于对同一个伯努利试验的多次重复，而泊松分布用于描述

时间发生在随机的区间点（时间或空间，比如一星期或一公里）上的情形。

例如某一服务设施在一定时间内到达的人数，电话交换机接到呼叫的次数，

汽车站台的候客人数，机器出现的故障数，自然灾害发生的次数，一块产品

上的缺陷数，显微镜下单位分区内的细菌分布数等等。假设这种事件发生在

一个区间点上的可能性与发生在其他任何时间点上的可能性完全一致，而且

这些事件的发生时相互独立的，那么在任何给定的单位区间内发生r个事件

的概率可以由泊松分布P(X=r; λ)给出，其中随机变量X表示在给定的单位区

间内发生的事件的个数，λ是事件的平均发生率（单位区间内事件发生的平

均发生次数）。

　　泊松分布的形状取决于λ的大小，λ较小，则分布向右偏斜，随着λ的增

大，分布逐渐变得对称：

　　泊松分布成立的条件是λ2/n（即np2）远远小于1。我们用2个示例看看

泊松分布是如何应用于实际的。

噪声数据的分布

　　图像的在传播过程中可能会受到某些干扰，从而使某个像素点变成了噪

声。假设一个给定像素出错的概率是1/10-5，且每个像素出错相互独立的。

对于一幅1000×1000的图像来说，噪声的分布是什么？

　　

　　对于传播后的图像来说，每个像素不是正确就是错误，我们可以使用二

项分布得到精确概率模型，但是相关的参数要么极大，要么极小，因此使用

泊松近似看起来是个不错的主意。1000×1000的图像有n=106个像素，错

误率是p=10-5，n和p是个悬殊的比率，λ2/n=10-4远远小于1，泊松近似

将非常理想。

　

　　下面的代码对比了泊松分布和二项分布：

 1 import numpy as np


 2 import matplotlib.pyplot as plt


 3 from scipy import stats


 4


 5 n = 10 ** 6 # 单位区间上的点


 6 p = 10 ** -5  # 事件在单位区间上发生的概率
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 7 lam = n * p # λ = np


 8 print('X ~ Po(X=r;λ)'.format(lam))


 9


10 rs = np.array(range(1, 26, 1)) # 随机变量的取值


11 # 泊松分布 X ~ Po(X=r;λ)


12 ps = stats.poisson.pmf(rs, lam) # 每个随机变量对应的概率


13 # 二项分布 X ~ B(X=r;n,p)


14 bs = stats.binom.pmf(rs, n, p) # 每个随机变量对应的概率


15


16 fig = plt.figure(figsize=(10, 4))


17 plt.subplots_adjust(hspace=0.5)  # 调整子图之间的上下边距


18


19 ax1 = fig.add_subplot(2, 2, 1)


20 ax1.set_xlabel('r')


21 ax1.set_ylabel('P(X=r;λ)'.format(lam))


22 ax1.set_title('泊松分布')


23 ax1.bar(left=rs, height=ps, width=0.5)


24


25 ax2 = fig.add_subplot(2, 2, 2)


26 ax2.set_xlabel('r')


27 ax2.set_ylabel('P(X=r;{0},{1})'.format(n, p))


28 ax2.set_title('二项分布')


29 ax2.bar(left=rs, height=bs, width=0.5)


30


31 ax3 = fig.add_subplot(2, 2, 3)


32 ax3.set_xlabel('r')


33 ax3.set_ylabel('泊松分布-二项分布'.format(n, p))


34 ax3.set_title('误差')


35 ax3.bar(left=rs, height=(bs - ps), width=0.5)


36


37 plt.rcParams['font.sans-serif'] = ['SimHei']  # 用来正常显示中文标签


38 plt.rcParams['axes.unicode_minus'] = False  # 解决中文下的坐标轴负号显

39 plt.show()


40


41 print('最大误差', np.max(bs - ps))

　　可以看到，两个分布的形状几乎相同，二者的最大误差是

6.254614978717932e-07，该数值远远小于1。

程序无故障的概率

　　假设某个公司开有一个带伤上线的系统，每周平均的故障次数是2次，

在下周不发生故障概率是多少？

　　泊松分布是离散概率分布，是一个描述给定的时间间隔内事件发生次数

的模型，而时间是一个连续区间。面对连续区间，一个自然的选择是把区间

分成n等份，每个时间小段事件发生的概率就是pn = p/n，n越大，pn越

javascript:void(0);
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小，npn
2<<1时泊松近似非常理想。当n→∞时，pn→0，此时将得到一个

准确的模型。也就是说，如果事件的平均发生率是λ，那么泊松分布就是一

个单位时间内事件发生的准确模型。

　　回到问题，每周平均的故障次数是2次，我们可以把“一周”看作单位

时间，程序的故障率是λ=2，在下周不发生故障的概率相当于发生了0个故

障的概率：

　　类似的例子还有很多，比如根据历史数据预测网站的访问量在1小时内

达到某个值的概率；根据历史报告预测某个路段发生事故的概率。

期望和方差
　　泊松分布告诉我们，事件在单位区间内平均发生的次数是λ，也就是

E[X]= λ。更简洁的地方在于，泊松分布的方差也是λ。

　　也就是说，如果给出了一个泊松分布X~Po(λ)，那么你根本不用计算，

它的参数就是期望和方差
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· 革命性创新，动画杀手锏 @scroll-timeline

· 戏说领域驱动设计（十二）—— 服务 
· ASP.NET Core 6框架揭秘实例演示[16]：内存缓存与分布式缓存的使用

· .Net Core 中无处不在的 Async/Await 是如何提升性能的？

· 分布式系统改造方案 —— 老旧系统改造篇


最新新闻：

· 乔布斯的创业搭档：他缺乏工程师才能，不得不锻炼营销能力来弥补

· 美国大厂码农薪资曝光：年薪18万美元，够养家，不够买海景房

· 两张照片就能转视频！Google提出FLIM帧插值模型

· Android 再推 “杀手级” 功能，可回收 60% 存储空间

· 溺在理财暴雷潮的投资人 ：本金63万，月兑25元不够卖菜
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